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次の記号は断り無く用いる．G を連結，単連結な複素半単純 Lie 群とし，B をその
Borel部分群，B = MAN を Langlands分解とする．従って，H = MAとおけばこれ
は G の Cartan 部分群である．群に対応する Lie 環は対応するドイツ文字で表す．例え
ば，G の Lie 環は g であり，h は g の Cartan 部分代数を与える．¢ を (g; h) に関する
root系とし，¢+ をN により定まる positive system，¢¡ = ¡¢+，W を¢のWeyl群
とする．W は Gを実半単純 Lie群とみた時の小Weyl群と一致し，更に gC のWeyl群
はW £W と同型になる．ここで実ベクトル空間 V に対し，VC = V ­R Cとおいた．ま
た，V が複素ベクトル空間の時，V ¤ = HomC(V;C)とおく．
x2 例：SL(2;C)の場合
G = SL(2;C)の場合に準同型を調べてみることにしよう．MAは可換であるから，微
分によってその既約表現は m¤C © a¤C の元を与える．同型 m ' Rと a ' Rを，gC の root
が f(2; 2); (2;¡2); (¡2; 2); (¡2;¡2)g ½ C © C ' m¤C © a¤C = h¤C となるようにとる．こ
のとき，(¾; º) 2 C © C ' m¤C © a¤C がMA の表現の微分であるための必要十分条件は
¾ 2 Zである．また，gC のWeyl群は Z=2Z£Z=2Zと同型で，その作用は次のようにな
る．（Z=2Z = f0; 1gとする．）
(1; 0)(¾; º) = (º; ¾);
(0; 1)(¾; º) = (¡º;¡¾):
最も複雑な場合は，(¾; º)が整かつ正則な場合，つまり ¾¡ º 2 Z n f0g，2º 2 Z n f0gの
場合である．Weyl群の作用により，2º 2 Z>0，j¾j < º としてよい．このとき，(º; ¾)，
(¡º;¡¾)に対応する表現は同型で，既約となる．この表現は (¾; º)に対応する表現の部






; (º; ¾) ' (¡º;¡¾); (¡¾;¡º) = (º; ¾)有限次元表現 :
従って，準同型の次元を表にすると以下のようになる．
定義域
(¾; º) (º; ¾) (¡º;¡¾) (¡¾;¡º)
(¾; º) 1 1 1 1
値域 (º; ¾) 0 1 1 1
(¡º;¡¾) 0 1 1 1
(¡¾;¡º) 1 0 0 1





®2¢+ ®とおく．これはH の表現を与えるが，これも同様の記号で ½と書
くことにする．Âを H の表現とした時，主系列表現 IndGB Âは
IndGB Â = ff 2 C1(G) j f(ghn) = (Â½)(h)¡1f(g) (g 2 G; h 2 H; n 2 N)gK 有限
により定義される．ただし，K は G の極大コンパクト部分群（またはコンパクト実系）
である．
x2 と同様に，一般の場合も MA の既約表現は m¤C © a¤C の元でパラメータ付けられ
る．aと mはともに hの実系であり，従って mC と aC は hと同一視される．このとき，
(¾; º) 2 m¤C©a¤C = h¤©h¤に対し，¸ = (º+¾)=2，¹ = (º¡¾)=2とおき，以下主系列表現
のパラメータとしては (¹; ¸)を用いる．つまり，¸ ; ¹ 2 h¤に対し，(¸¡¹; ¸+¹) 2 m¤C©a¤C
から誘導される主系列表現を L(¹; ¸)と書く．このとき，¸ ¡ ¹はM の表現の微分であ
るため，integralでなければならない．
gC の Weyl 群は W £ W と同型となる．gC の Cartan 部分代数は mC © aC であ
り，従ってここに W £W が作用するが，これは上記 (¹; ¸) のパラメータで見たとき，
(v; w)(¹; ¸) = (v¹;w¸)となる．また，Gの小Weyl群は gC のWeyl群の部分群となる
が，それは f(v; v) j v 2Wg ½W £W で与えられる．
以下，簡単のため ¸; ¹は integralであると仮定する．ただし，以下の議論は適当な修
正を行うことで一般にも通用する．
x4 準同型の存在判定法
[Abe]では，HomG(L(¹1; ¸1); L(¹2; ¸2)) 6= 0となるための必要十分条件が与えられて
いる．その主定理を述べる．まず，¹1 2 W¹2，¸1 2 W¸2 であるとしてよい．（そうで
なければ L(¹1; ¸1)と L(¹2; ¸2)の無限小指標が一致せず，従って準同型は 0しかない．）
よって以下 dominantな ¸を固定し，¸1 = w1¸，¸2 = w2¸と w1; w2 2W をとる．






¯ ある 1 · i1 < ¢ ¢ ¢ < ir · lが存在し，¹0 = s¯ir ¢ ¢ ¢ s¯i1¹かつ全ての k = 1; : : : ; r に対し h ·¯ik ; s¯ik¡1 ¢ ¢ ¢ s¯i1¹i 2 Z<0
)
とおく．ただし，i = 1; : : : ; l に対し ¯i = s®1 ¢ ¢ ¢ s®i¡1(®i)である．このとき，次が成り
立つ．
補題 4.1 w = s1 ¢ ¢ ¢ sl を w 2 W の最短表示とすると，A(s1;:::;sl)(¹)は最短表示の取り
方によらない．
最短表示 w = s1 ¢ ¢ ¢ sl に対し，Aw(¹) = A(s1;:::;sl)(¹) とおく．以上の準備のもと
で，準同型の存在の必要十分条件は次のように与えられる．w0 2 W を最長元とし，
W¸ = fw 2W j w¸ = ¸gとおく．
定理 4.2 w¡11 Aw1(¹1) \ W¸w¡12 w0Aw0w2(w0¹2) 6= ; ならば，またその時に限り
Hom(L(¹1; w1¸); L(¹2; w2¸)) 6= 0．
x2における SL(2;C)の場合がきちんと再現されることをみておこう．¸ = (º + ¾)=2，
¹ = (º ¡ ¾)=2 とおくと，¸ > 0 である．集合 A は次のようになる．s を SL(2;C) の
Weyl群の単位元でない元とする．
(¾; º) (º; ¾) (¡º;¡¾) (¡¾;¡º)
(¹?; w?¸) (¹; ¸) (¡¹; ¸) (¹; s¸) (¡¹; s¸)
w1
¡1Aw1(¹1) f¹g f¡¹g f¡¹g f¹;¡¹g
w¡12 w0Aw0w2(w0¹2) f¹;¡¹g f¡¹g f¡¹g f¹g
よって，先ほどの表に集合 Aを書き加えると次のようになる．
w1
¡1Aw1(¹1) f¹g f¡¹g f¡¹g f¹;¡¹g
w¡12 w0Aw0w2(w0¹2) (¾; º) (º; ¾) (¡º;¡¾) (¡¾;¡º)
f¹;¡¹g (¾; º) 1 1 1 1
f¡¹g (º; ¾) 0 1 1 1
f¡¹g (¡º;¡¾) 0 1 1 1






前節と同様に，Hom(L(¹1; w1¸); L(¹2; w2¸))を考える．このとき，次が成り立つ．
命題 5.1




つまり，w1 = e（単位元），w2 = w0 の時は状況は非常に単純である．もちろん，この
命題は定理 4.2の特殊な場合を導く．
証明は，¸が正則ならば Bernstein-Gelfandの圏同値 [BG80]を用いて圏Oの問題に帰
着させる．この圏同値のもとで，L(¹1; ¸)は Verma加群に，L(¹2; w0¸)は Verma加群
の双対に対応し，この場合はよく知られている．（例えば，Humphreysの本 [Hum08, 3.3
Thorem (c)]．）一般の場合は translation principleを使えばよい．
後で必要になるので，更に高次の Ext群についても述べておこう．この場合，1次以上
の Ext群は全て消滅する．
命題 5.2 k ¸ 1に対し，
Extk(L(¹1; ¸); L(¹2; w0¸)) = 0:
証明は同様である．つまり，¸ が正則な場合は圏 O の問題に帰着させ [Hum08, 6.12.
Theorem]，一般の場合は translation principleを使えばよい．
x6 Du°o-Zelobenkoの 4項完全系列と定理 4.2の証明の概要
一般の実半単純 Lie群の場合と比べて，複素半単純 Lie群の場合は様々な特殊な事実が
成立するが，その一つがここで述べる Du°o-Zelobenkoの 4項完全系列 [Duf75] である．
N を ¢¡ に対応する Borel 部分群の unipotent radical とし，w 2 W とする．f 2
L(¹; ¸)に対し，





る．その形から，T (¹;¸)w は G の作用と可換であるから，T (¹;¸)w は（収束すれば）絡作
用素 L(¹; ¸) ! L(w¹;w¸)を与える（いわゆる Kunz-Steinの intertwining operator）．
® 2 ¢に対し，·®を corootとすれば，よく知られている通り
すべての ® 2 w¢¡ \¢+ に対し，Reh¸+ ¹; ·®i > 0
を満たすときに積分は収束し，¸¡ ¹を固定すると ¸+ ¹に関して正則となり，更にこの
変数に関し h¤ 上に有理的に解析接続される．
®を単純 rootとし，w = s® が ®に関する鏡映変換であるとしよう．更に，h¹; ·®i > 0
とする．このとき，T (¹;¸)s® は極を持たず，絡作用素 L(¹; ¸) ! L(s®¹; s®¸) が定義され
る．この核と余核を記述するのが次の定理である．
定理 6.1 ([Duf75]) h¸; ·®i > 0とする．
(1) h¹; ·®i · 0ならば，T (¹;¸)s® は同型 L(¹; ¸) ' L(s®¹; s®¸)を与える．
(2) h¹; ·®i > 0ならば，完全系列
0! L(¹; s®¸)! L(¹; ¸)
T (¹;¸)s®¡¡¡¡! L(s®¹; s®¸)! L(¹; s®¸)! 0
が存在する．





の時，条件 h¸; ·®i > 0を満たすのは (¾; º)と (º; ¾)であり，(1)の条件は (º; ¾)が，(2)
の条件は (¾; º)が満たす．従って，定理 (1)は (º; ¾) ' (¡º;¡¾)が成り立つことを，ま
た (2)は完全系列
0! (¡º;¡¾)! (¾; º)! (¡¾;¡º)! (¡º;¡¾)! 0
が存在することを主張する．この事実が SL(2;C)の場合に成り立っていることは，x2に
記した各表現の具体的な構造から確認できる．
定理 6.1は，準同型 T (¹;¸)s® により L(¹; ¸)と L(s®¹; s®¸)を比較した際の「差」を記述
する定理であると思うことができる．従って，L(¹; ¸)の情報から L(s®¹; s®¸)の情報を
引き出すことができる．実際にそれを実行するのは容易なことではないが，定理 4.2の証
明はそのような形で行われる．
定理 4.2の証明の概要を述べよう．まずは，w1 = e，つまりHom(L(¹1; ¸); L(¹2; w2¸))
を考える．もし w2 = w0 ならば，これは命題 5.1に他ならない．一般の場合を考えるた
めに，w2 の長さに関する上からの帰納法を使おう．s®w2 > w2 と単純 root ® をとる．
すると定理 6.1から，次のどちらかが成り立つ．
(1) L(¹2; w2¸) ' L(s®¹2; s®w2¸)．
(2) 0! L(¹2; s®w2¸)! L(¹2; w2¸)! L(s®¹2; s®w2¸)! L(¹2; s®w2¸)! 0.
帰納法の仮定から，Hom(L(¹1; ¸); L(¹2; s®w2¸)) や Hom(L(¹1; ¸); L(s®¹2; s®w2¸))
がいつ 0 でないかはわかっている．従って，(1) または (2) を用いることで，
Hom(L(¹1; ¸); L(¹2; w2¸))に関しても情報を引き出したい．
(1)の場合は問題がない．問題となるのは (2)である．単純に完全系列の存在のみから
は，帰納法を進めることができない．ここで重要なのは，次の性質が成り立つことである．
Hom(L(¹1; ¸); L(¹2; w2¸)) = 0 ならば，Extk(L(¹1; ¸); L(¹2; w2¸)) = 0 が全て




一般の w1 の場合も，w1 の長さに関する帰納法を用いることで，同様の証明が通用
する．
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